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I.1. Sily sprezyste

Robert Hooke sformutowat w r. 1660 ogdlne prawo opisujgce wilasnosci sprezyste ciat stalych mowiace,
ze odksztalcenie ciata jest proporcjonalne do przylozonego naprgzenia. Prawo to jest spelnione dla matych od-
ksztalcen W tym ¢wiczeniu ograniczymy si¢ do rozwazan tylko takich wtasnie odksztatcen. W przypadku roz-
cigganej lub $ciskanej sprezyny miarg odksztatcenia jest jej wydhuzenie x (dodatnie, gdy sprezyna jest rozcia-
gana a ujemne, gdy jest §ciskana). Poniewaz naprezenie jest proporcjonalne do dziatajacej sity zewnetrznej F,
powodujacej odksztatcenie prawo Hooke'a dla spr¢zyny mozna zapisaé w postaci:

F,=kx (1)
Wspoélczynnik proporcjonalnosci k charakteryzuje wlasnosci sprezyste okreslonej sprezyny
Pionowo wiszaca sprezyng mozna rozciggnac¢ zawieszajac na jej dolnym koncu cigzarek o masie m.
Rozwazmy najpierw przypadek, gdy sprezyna jest niewazka lub jej masa wlasna jest znikomo mala
W poroOwnaniu z masg zawieszonego na niej ci¢zarka. Zgodnie z trzecig zasada dynamiki Newtona, spr¢zyna
rozciagni¢ta cigzarkiem, dziala na ci¢zarek sitg sprezysta Fspr rOwng co do warto$ci sile rozciggajacej sprezyng
(1), lecz przeciwnie do niej skierowang. Zapisujemy to:

Fspr = - kX (2)
Cigzarek bedzie w rownowadze w potozeniu, Xo, w ktdrym sita sprezystosci zrbwnowazy jego ci¢zar mg:

mg — kxo =0 3)
Stad wydhuzenie x, odpowiadajace stanowi rdwnowagi jest rOwne:

mg
Xo = 4
1.2. Rownanie ruchu ci¢zarka zawieszonego na niewazkiej sprezynie.
Jesli sprezyna zostanie wydtuzona tak, by wypadkowa cigzaru (mg) i sity sprezystej (— kx), dzialajacych
na mas¢ m nie byla réwna zeru, wowczas zgodnie z II zasada dynamiki Newtona, cigzarek bedzie poruszat si¢
ruchem przyspieszonym, z przyspieszeniem:

dt?
Réwnanie ruchu ma postac:
2
m ‘;Tf = mg — kx (52)

lub po podzieleniu przez m i po uwzglednieniu wzoru (4):
—+—(x-x,)=0 (5b)
m

my
—+—2z=0 (5¢)
Rozwigzaniem rownania (5¢) jest funkcja opisujgca drganie harmoniczne wokot potozenia rownowagi

z=Acos(o,t+¢) (6)
gdzie A jest amplitudg drgania (maksymalnym wychyleniem z polozenia rownowagi), ®,, rowne



2

o, = | X (7a)
m

jest nazywane czgstoscig kotowa, a ¢ jest fazg poczatkowa drgania.
Amplituda A i faza poczatkowa ¢ zalezg od warunkéw poczatkowych (od tego jak puscimy w ruch cig-
zarek). Czas T,, w ktorym uktad wykonuje jedno drganie nazywany okresem drgan jest réwny:

1= 28 g (7)
o, k

Zmiana wartosci amplitudy drgan nie powoduje zmiany ich czestosci. Ten fakt zwany izochronizmem drgan
jest konsekwencja liniowego zwigzku pomig¢dzy silg sprezysta Fs a wydhuzeniem x sprezyny (wzor (2)).

1.3. Ruch ci¢zarka zawieszonego na sprezynie, ktorej masa ms # 0
Ruch ten opisuje wzoér podobny do wzoru (6), z tym, ze okres drgan T jest duzszy, rowny:

m + —m;
T=2m\———— 8
" (8)

to jest taki, jaki bytby w przypadku niewazkiej sprezyny o takim samym wspotczynniku sprezystosci, obcigzo-

nej ciezarkiem o lgcznej masie M =m+1/3 ms. Zalezno$¢ wyrazong wzorem (8) mozna przedstawic
w wygodniejszej do obliczen postaci, podnoszac ja do kwadratu:

2 2
_ 41tkm N 47131?15 (92)

Widaé, ze T? zalezy w sposob liniowy od wartoéci masy m zawieszonej na sprezynie, co mozemy zapisa¢ w
SposOb uproszczony:

T2

T? =Am+B (9b)
Wspbtezynnik kierunkowy prostej A opisujacej zaleznoéé T2 (m) jest rowny
41
=" 10
: (10)
za$ warto$¢ rzednej B, dla m=0 jest réwna
4m*m m
B=T?(m=0)= s = f—S 11
(m=0)=—==4= (n

! Patrz Dodatek I
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DODATEK 1. DO CWICZENIA Nr 15
Wyprowadzenie rownania (8)

Aby znalez¢ rownanie ruchu cigzarka zawieszonego na sprezynie, ktdrej masy ms nie mozna zaniedbac,
skorzystamy z zasady zachowania energii mechanicznej mowiacej, ze w ukladzie ciat, na ktore dziatajg tylko
sity zachowawcze, suma energii kinetycznej Exin 1 potencjalnej E, pozostaje stala, czyli:

Emech = Ekin + Ep = const. (D)
Na E, ukfadu sktada si¢ sklada si¢ energia sprezysta odksztatconej sprezyny E; o 1 energia potencjalna grawi-
tacyjna Ep graw Wynikajaca z przyciggania obu mas (m i ms) przez mas¢ Ziemi Mziemi.
Jesli przyjmiemy, Ze spre¢zysta energia potencjalna nie odksztatconej sprezyny jest rOwna zeru, to po odksztal-
ceniu rowna jest pracy wykonanej przez site zewngtrzng F,ewn podczas wydluzania sprezyny

X X

1. 2
Esor =IF -dX=IkX~dX=EkX (D2)

zewn

0 0
Grawitacyjna energia potencjalna mas m 1 ms, oznaczona jako Ep gaw, (Wynikajaca z przyciggania obu mas
przez Ziemig¢) przy wydtuzaniu sprezyny maleje, gdyz masy zajmujg nizsze potozenie. Przyjmijmy, ze dla x=0
Epgraw (0)=0. Gdyby sprezyna byta niewazka, to grawitacyjna energia potencjalna bytaby réwna

Epgraw(X) =—Px (D3a)
gdzie P-cigzar masy zawieszonej na sprezynie. P = mg = kx, (poréwnaj ze wzorem (4))
W przypadku sprezyny wazkiej, P we wzorze (D3a) trzeba zastapi¢ przez cig¢zar efektywny P, =kx, gdzie x;
jest wydtuzeniem sprezyny pod wptywem wlasnego cigzaru i cigzaru masy m, gdy uktad jest w rGwnowadze.
Zatem grawitacyjna energia potencjalna uktadu wazka sprezyna +masa m moze by¢ wyrazona wzorem

E . =—kx,-x (D3)
Energia kinetyczna ukladu ciezarek — sprezyna jest sumg energii kinetycznej cigzarka
1
Eqciei = By my’ (D4)

1 energii kinetycznej sprezyny, ktorej gorny koniec jest nieruchomy, a dolny porusza si¢ z predkosciag v taka
samg jak ci¢zarck. Masa dms elementu spr¢zyny o dtugosci dy wynosi

m
dm =—=.4 D5
my y (D5)

gdzie L jest dlugoscig sprezyny.
Predkos¢ elementu masy sprezyny, oddalonego o y od goérnego, nieruchomego konca, jest proporcjonalna do
odlegtosci 'y

v(y)=v % (D6)

Dlatego energia kinetyczna tego elementu bedzie rowna

dmg-v3(y) _mg-v’-y?

dE = D7
kspr(Y) 2 b L3 ( )
a energia kinetyczna catej sprezyny
r 2 K 2
m, v 2 Ilm, - v
E..,, = | dE == dy=——3 . D8
kspr J‘ kspr(Y) 2L3 J' y dy ) 3 ( )
0 0
Podstawiajac wzory .(D2), (D3), (D4) i (D8).do (D1) otrzymujemy
| 1 1 2
Ekx —er-x+5(m+§ms)-v = const (D9)

Rézniczkujac wzgledem czasu réwnanie (D9) otrzymuje si¢ nastepujgce rOwnanie ruchu
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1 d’x
m+-m,) - —+k(x—x,)=0
(m-+=m,) ic (x—x,)

lub po wprowadzeniu nowej zmiennej z = X — X, (z jest wydluzeniem z liczonym od punktu réwnowagi)

Rozwigzaniem powyzszego rownania jest funkcja:

z=Acos(ot+ @)

w ktorej

Zatem okres drgan T jest rowny

co jest zgodne ze wzorem (8) z instrukcji do ¢wiczenia.

(D10)

(D11)

(D12)

(D13)

(D14)



